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演習問題の詳細解 

 

第 1 章 

 （1.1）  

ばねの端に力 f を加えると，それぞれのばねに同じ力が伝わるので，それぞれの

ばねの伸びは݂ ݇ଵ⁄  ，  ݂ ݇ଶ⁄  である．全伸びをߜとし，総合ばね定数を k とすると  

ߜ  ൌ
݂
݇
ൌ
݂
݇ଵ
൅
݂
݇ଶ

 

が成立し，したがって，次の式を得る．  

 ݇ ൌ
݇ଵ · ݇ଶ
݇ଵ ൅ ݇ଶ

 

《補足》  

ଶߜ  ൐ ଴ߜ ൐ ଵを仮定するとߜ  

 ݂ ൌ ݇ଵሺߜ଴ െ ݂ ，ଵሻߜ ൌ ݇ଶሺߜଶ െ  ଴ሻߜ

଴を消去してߜ  

ଶߜ  െ ଵߜ ൌ ߜ ൌ
ሺ݇ଵ ൅ ݇ଶሻ

݇ଵ݇ଶ
݂ 

したがって，同様に  

 ݇ ൌ
݇ଵ · ݇ଶ
݇ଵ ൅ ݇ଶ

 

が求められる．  

 

（1.2）  

ばねの端に力 f を加えると両ばねともに同じだけ伸びる．総合ばね定数を k，各ば

ねに加わる力を f1， f2 とすると，次の式  

݂ ൌ ݇ଵሺߜଶ െ ଵሻߜ ൅ ݇ଶሺߜଶ െ ଵሻߜ ൌ ሺ݇ଵ ൅ ݇ଶሻሺߜଶ െ  ଵሻߜ

 ݂ ൌ ሺ݇ଵ ൅ ݇ଶሻߜ 

が成立し  
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݇ ൌ ݇ଵ ൅ ݇ଶ 

として求められる．  

《補足》  

ଶߜ  െ ଵߜ ൌ ߜ ൌ ଵ݂

݇ଵ
ൌ ଶ݂

݇ଶ
 

ଵ݂ ൅ ଶ݂ ൌ ݂ 

より  

 ൬
1
݇ଵ
൅
1
݇ଶ
൰ ଵ݂ ൌ

݂
݇ଶ

 

を得る．ばね定数の定義より ଵ݂ ݇ଵ ൌ ݂ ݇⁄⁄  とおけるゆえ  

 
݂
݇
ൌ ଵ݂

݇ଵ
ൌ

݂
݇ଵ ൅ ݇ଶ

 

したがって，求める総合ばね定数 k は  

݇ ൌ ݇ଵ ൅ ݇ଶ 

としても求められる．  

 

第 2 章  

 （2.1）  

運動方程式は  

 ݉ଵݔሷଵ ൌ െ݇ଵݔଵ െ ݇ሺݔଵ െ ሷଶݔଶሻ， ݉ଶݔ ൌ െ݇ଶݔଶ െ ݇ሺݔଶ െ  ଵሻݔ

この方程式の解をݔଵ ൌ ， ఒ௧݁ܣ ଶݔ  ൌ は次式の根 ߣ，ఒ௧ とおいて上式に代入すれば݁ܤ

として与えられる．  

ଵݔ） ൌ ܣ sin߱ݐ , ଶݔ ൌ ܤ sin߱ݐ とおいて求めることもできる）  

ሺ݉ଵߣଶ ൅ ݇ଵ ൅ ݇ሻܣ െ ܤ݇ ൌ 0 

െ݇ܣ ൅ ሺ݉ଶߣଶ ൅ ݇ଶ ൅ ݇ሻܤ ൌ 0 

この 2 式よりߣを求めるため A，B を消去すると  

 ሺ݉ଵߣଶ ൅ ݇ଵ ൅ ݇ሻሺ݉ଶߣଶ ൅ ݇ ൅ ݇ଶሻ െ ݇ଶ ൌ 0 

を得る．この根のうち小さい方を第 1 次，大きい方を第 2 次固有角振動数という． 

この第 1 式より 2 質点の振幅 A，B の比は  
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ܣ
ܤ
ൌ

݇
݉ଵߣଶ ൅ ݇ଵ ൅ ݇

 

と与えられ，また第 2 式より  

 
ܣ
ܤ
ൌ
݉ଶߣଶ ൅ ݇ଶ ൅ ݇

݇
 

により与えられる．  

上式の振動数の根をߣଵ ൌ ݆߱ଵ ， ߣଶ ൌ ݆߱ଶ とすると，上の運動方程式の解は次のよ

うに表される．  

ଵݔ  ൌ ଵଵܣ cos߱ଵݐ ൅ ଵଵܤ sin߱ଵݐ ൅ ଵଶܣ cos߱ଶݐ ൅ ଵଶܤ sin߱ଶݐ 

ଶݔ  ൌ ଶଵܣ cos߱ଵݐ ൅ ଶଵܤ sin߱ଵݐ ൅ ଶଶܣ cos߱ଶݐ ൅ ଶଶܤ sin߱ଶݐ 

߱ଵ，߱ଶ は，ߣଵ,ଶ ൌ ݆߱ଵ,ଶを代入して  

 
ܣ
ܤ
ൌ

݇
െ݉ଵ߱ଵ，ଶ

ଶ ൅ ݇ଵ ൅ ݇
ൌ
െ݉ଶ߱ଵ，ଶ

ଶ ൅ ݇ଶ ൅ ݇

݇
 

より，振動数方程式を導けば  

 ቤ
݇ଵ ൅ ݇ െ ݉ଵ߱ଵ,ଶଶ െ݇

െ݇ ݇ଶ ൅ ݇ െ݉ଶ߱ଵ,ଶଶ
ቤ ൌ 0 

これより  

 ߱ଵ,ଶସ െ ൬
݇ଵ ൅ ݇
݉ଵ

൅
݇ଶ ൅ ݇
݉ଶ

൰߱ଵ,ଶଶ ൅
݇ଵ݇ଶ ൅ ݇ଶ݇ ൅ ݇݇ଵ

݉ଵ݉ଶ
ൌ 0 

このとき  

 ߱௔ଶ ൌ
݇ଵ ൅ ݇
݉ଵ

 

 ߱௕
ଶ ൌ

݇ଶ ൅ ݇
݉ଶ

 

 ߱௔௕
ଶ ൌ

݇

√݉ଵ݉ଶ
 

とおくと  

 ߱ଵ,ଶସ െ ሺ߱௔ଶ ൅ ߱௕
ଶሻ߱ଵ,ଶଶ ൅ ሺ߱௔ଶ߱௕

ଶ െ ߱௔௕
ସሻ ൌ 0 

したがって  
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 ߱ଵ,ଶଶ ൌ
߱௔ଶ ൅ ߱௕

ଶ

2
േ ඨቆ

߱௔ଶ െ ߱௕
ଶ

2
ቇ
ଶ

൅ ߱௔௕
ସ 

 

上式を図式解法すると，図 K.1 のように示される．  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 K.1 

（2.2）  

運動方程式は  

ሷݔ݉  ൌ െܿݔሶ െ  ݔ݇

解をݔ ൌ λ௧ とおき，上式に代入݁ܣ  

 ሺ݉ߣଶ ൅ ߣܿ ൅ ݇ሻ݁ܣఒ௧ ൌ 0 

したがって，݉ߣଶ ൅ ߣܿ ൅ ݇ ൌ 0となるような運動が生じる．書き換えると  

ଶߣ  ൅
ܿ
݉
ߣ ൅

݇
݉
ൌ 0 

（1）ܿ ൐ 2√݉݇ の場合  

ߣ ൌ െ
ܿ
2݉

േ ඨቀ
ܿ
2݉

ቁ
ଶ
െ
݇
݉
൏ 0 

は常に実数であり，かつ負である．したがって，一般解はߣ  

ݔ  ൌ ݁ܣ
ቆି

௖
ଶ௠ାටቀ

௖
ଶ௠ቁ

మ
ି
௞
௠ቇ௧

൅ ݁ܤ
ቆି

௖
ଶ௠ିටቀ

௖
ଶ௠ቁ

మ
ି
௞
௠ቇ௧

 

 ൌ ݁ቀି
௖
ଶ௠ቁ ቎݁ܣ

ቊටቀ
௖
ଶ௠ቁ

మ
ି
௞
௠ቋ௧

൅ ݁ܤ
ቊିටቀ

௖
ଶ௠ቁ

మ
ି
௞
௠ቋ௧

቏ 

0 中心

円  

߱௔ଶ 

߱ଵଶ 

߱௕
ଶ 

߱ଶ
ଶ 

߱௔௕
ଶ 
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，ܣ ．は初期条件により定まるܤ   

Euler の公式  

 ݁േఒ௧ ൌ cosh ݐߣ േ sinh  ݐߣ

を代入して，初期条件を入れると，双曲線関数で示され，周期関数である正弦ある

いは余弦関数が含まれていないことがわかる．すなわち，周期関数ではなく，時間

とともに多くて 1 回極値をとった後，時間とともに減衰する過減衰振動となる．  

 （2）ܿ ൌ 2√݉݇ の場合  

特定方程式の根ߣ 

ߣ ൌ െ
ܿ
2݉

 

これは重根をもつ場合であるので，解は  

ݔ  ൌ ሺܣଵ ൅ ሻ݁ݐଶܣ
ି
௖
ଶ௠௧ 

この式も周期関数である正弦あるいは余弦関数が含まれていないことがわかる．す

なわち，無周期関数となり，振動は発生しない．  

 

（2.3）  

振子の質量と，ばねの復元トルクがつり合った状態が水平位置であると考え，振

子の角変位を静止の水平位置から右回りを正にとってθで表す．角変位θが小さい

ときは棒の重さを無視すれば，振子に働く外力の支点 O まわりのモーメントはばね

の復元トルク ሺെ݇ܽߠሻܽ ，重力のモーメント݈݉݃ ݏ݋ܿ ߠ ؆ ݈݉݃であり，他方，振子の O

まわりの慣性モーメントܬ ൌ ݈݉ଶであるから，運動方程式は  

݈݉ଶߠሷ ൌ െ݇ܽଶߠ 

これより求める固有角振動数߱は  

 ߱ଶ ൌ
݇ܽଶ

݈݉ଶ
 

 ߱ ൌ ඨ
݇ܽଶ

݈݉ଶ
 

 

 （2.4）  

円板を幅݀ݎの狭い帯に分けると，この部分の質量݀݉は  

݀݉ ൌ ሺ݉ ⁄ߨ ܽଶሻ · ሺ2ݎߨ · ሻݎ݀ ൌ ሺ2݉ ܽଶ⁄ ሻ ·  ݎ݀ݎ
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であるから  

ܬ  ൌ න ൬
2݉
ܽଶ

൰ݎ݀ݎ ଶݎ ൌ
2݉
ܽଶ

න ݎଷ݀ݎ
௔

଴

௔

଴
ൌ
2݉
ܽଶ

ቈ
ସݎ

4
቉
଴

௔

ൌ
1
2
݉ܽଶ 

 

（2.5）  

座標軸を図のようにとり，棒を長さ dx の微小部分に分けると，原点より x の距離

にある微小部分 dx の質量 dm は  

 ݀݉ ൌ ሺ݉ ݈⁄ ሻ ·  ݔ݀

であるから  

ܬீ  ൌ න ሺ݀݉ሻݔଶ ൌ

௟
ଶ

ି
௟
ଶ

න ቀ
݉
݈
· ቁݔ݀ ଶݔ ൌ

݉
݈

௟
ଶ

ି
௟
ଶ

න ݔଶ݀ݔ

௟
ଶ

ି
௟
ଶ

 

           ൌ
݉
݈
ቈ
ଷݔ

3
቉
ି
௟
ଶ

௟
ଶ

ൌ
1
12

݈݉ଶ 

 

 （2.6）  

棒の端における垂直な軸に関する慣性モーメント J は，ீܬ の軸から݄だけ離れた他

の平行な軸に関する慣性モーメントであるから，平行軸の定理（Steiner の定理）

より  

ܬ  ൌ ܬீ ൅ ݄݉ଶ 

したがって，先の問題の解より  

ܬ  ൌ ܬீ ൅ ݉ ൬
݈
2
൰
ଶ

ൌ
1
12

݈݉ଶ ൅
1
4
݈݉ଶ ൌ

1
3
݈݉ଶ 

《補足》  

あるいは，次のように求めることもできる．  

ܬ  ൌ න ሺ݀݉ሻݔଶ ൌ
௟

଴

݉
݈
ቈ
ଷݔ

3
቉
଴

௟

ൌ
1
3
݈݉ଶ 

 

（2.7）  

物体の重心 G が 2 本吊り装置の中心線に一致するようにセットする．ワイヤーの

長さは十分に長いものとし，図のワイヤー長さ݄ ؆ ݄ᇱとする．ワイヤーの張力は質量
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m の 1/2 に等しい．物体を微小角θだけ回転したときワイヤーの下端の変位はܽ sin ߠ

である．ワイヤーの鉛直となす角を׎とすると，݄ si݊ ׎ ൌ ܽ sin  である．すなわちߠ

sin ׎ ൌ ሺܽ ݄⁄ ሻ sin ．である ߠ  

回転角θは微小であるから，ワイヤーの張力  ݉݃ 2⁄  の水平成分は  

 
݉݃
2
sin׎ ൌ

݉݃
2
ܽ
݄
sin ߠ ؆

݉݃
2
ܽ
݄
 ߠ

両方のワイヤーが物体に与える水平方向の成分は偶力をなし，そのモーメント M は  

ܯ  ൌ
ܽ݉݃
2݄

ߠ · 2ܽ ൌ ݉݃
ܽଶ

݄
 

重心軸まわりの慣性モーメント ܬீ で，重心軸まわりの運動方程式は  

ܬீ  ሷߠ ൌ െ݉݃
ܽଶ

݄
 ߠ

したがって，固有角振動数߱は  

 ߱ ൌ ඨ
݉݃ܽଶ

ܬீ ݄
 

で単振動をなす．  

周期を T とおくと，重心まわりの慣性モーメント ܬீ  は  

 ܶ ൌ
ߨ2
߱

 

より  

ܬீ  ൌ
ܽଶ݉݃
ଶ݄ߨ4

ܶଶ 

 

（2.8）  

2 自由度系であるから，固有角振動数は 2 つ生じる．式（2.28），式（2.29）を再

掲すると  

 ߱௡ଵ ൌ ඨ݉ଵ݇ଶ ൅ ݉ଶሺ݇ଵ ൅ ݇ଶሻ െ ඥሼ݉ଵ݇ଶ ൅ ݉ଶሺ݇ଵ ൅ ݇ଶሻሽଶ െ 4݉ଵ݉ଶ݇ଵ݇ଶ
2݉ଵ݉ଶ

 

 ߱௡ଶ ൌ ඨ݉ଵ݇ଶ ൅ ݉ଶሺ݇ଵ ൅ ݇ଶሻ ൅ ඥሼ݉ଵ݇ଶ ൅ ݉ଶሺ݇ଵ ൅ ݇ଶሻሽଶ െ 4݉ଵ݉ଶ݇ଵ݇ଶ
2݉ଵ݉ଶ

 

ここで，݇ଵ ൌ 0  ，݇ଶ ൌ ݇であるから，上式はそれぞれ  
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 ߱௡ଵ ൌ ඨ݉ଵ݇ ൅ ݉ଶ݇ െ ඥሼ݉ଵ݇ ൅ ݉ଶ݇ሽଶ

2݉ଵ݉ଶ
ൌ 0 

 ߱௡ଵ ൌ ඨ݉ଵ݇ ൅ ݉ଶ݇ ൅ ඥሼ݉ଵ݇ ൅݉ଶ݇ሽଶ

2݉ଵ݉ଶ
ൌ ඨ

݇ሺ݉ଵ ൅݉ଶሻ

݉ଵ݉ଶ
 

となる．  

《補足》  

いま݉ଵ ൌ ݉ଶの場合を検討すると  

 ߱௡ଵ ൌ ඨ
2݉݇ െ 2݉݇

2݉ଶ ൌ 0 

 ߱௡ଶ ൌ ඨ
2݉݇ ൅ 2݉݇

2݉ଶ ൌ ඨ
2݇
݉

ൌ √2ඨ
݇
݉

 

となり，߱௡ଵは振動しない．߱௡ଶは√2ඥ݇ ݉⁄  にて，2 つの質点は図 K.2 のように逆相

にて振動することがわかる．  

 

 

 

 

            図 K.2 

  

（2.9）  

 運動方程式を立てると  

ሷݔ݉            ൌ െ݇ଵሺݔ െ ݈ଵߠሻ െ ݇ଶሺݔ ൅ ݈ଶߠሻ 

ܬீ  ሷߠ ൌ ሷߠଶݎ݉ ൌ ݈ଵ݇ଵሺݔ െ ݈ଵߠሻ െ ݈ଶ݇ଶሺݔ ൅ ݈ଶߠሻ 

݉：質量  

重心の回転半径：ݎ  

重心の上下変位：ݔ  

重心の角変位：ߠ  

ܬீ ൌ は求める回転中心による慣性モーݎ，ଶ：重心まわりの物体の慣性モーメントݎ݉

メントに等しくなるように，質量を一点に集中したとき，その回転軸からの距離で

回転半径と呼ぶ．この場合ݎଶ ൌ ܬீ ݉⁄ である．ここで  

時間 tt 

݉1 
݉2

݇ 
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ܣ  ൌ
݇ଵ ൅ ݇ଶ
݉

 

ܤ  ൌ
݈ଶ݇ଶ െ ݈ଵ݇ଵ

݉
 

ܥ  ൌ
݈ଵ
ଶ݇ଵ ൅ ݈ଶ

ଶ݇ଶ
ଶݎ݉

 

とおくと  

ሷݔ ൅ ݔܣ ൅ ߠܤ ൌ 0 

ሷߠ  ൅
ܤ
ଶݎ
ݔ ൅ ߠܥ ൌ 0 

ܤ ൌ 0 のとき，上式はߠと無関係，下式はݔと無関係となるため，B は連成係数と呼

ばれる．  

ܤ  ൌ 0にするには， ݈ଵ݇ଵ ൌ ݈ଶ݇ଶの関係が必要である．   

いま  

ݔ  ൌ ܺ ݏ݋ܿ  ݐ߱

ߠ ൌ ߆ coݏ  ݐ߱

とおくと  

ሺܣ െ ߱ଶሻܺ ൅ ߆ܤ ൌ 0 

 ൬
ܤ
ଶݎ
൰ܺ ൅ ሺܥ െ ߱ଶሻ߆ ൌ 0 

これより，振幅比は  

 
ܺ
߆
ൌ െ

ܤ
ܣ െ ߱ଶ ൌ െ

ܥ െ ߱ଶ

ܤ
ଶݎ

 

を得る．これにより主振動系に対する振動数方程式は  

 ߱ଵ，ଶ
ସ െ ሺܣ ൅ ሻ߱ଵ，ଶܥ

ଶ ൅ ቆܥܣ െ
ଶܤ

ଶݎ
ቇ ൌ 0 

したがって  

 ߱ଵ，ଶ
ଶ ൌ

1
2
ሺܣ ൅ ሻܥ ט ඨ

1
4
ሺܣ െ ሻଶܥ ൅

ଶܤ

ଶݎ
 

振動モードを描くと図 K.3 のようになる．  
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                バウンシング  

 

 

 

 

                  ピッチング  

図 K.3 

 

 

（2.10）  

① 固有角振動数  

質量 m＝3[kg]=3[Ns2/m]（1N=1kgm/s2）であるから  

 ߱௡ ൌ ඨ
݇
݉
ൌ ඨ

6000
3

ൌ 44.7 ሾrad/sሿ 

② 固有周波数  

 ௡݂ ൌ
߱௡
ߨ2

؆
44.7

2 · 3.14
ൌ 7.1 ሾHzሿ 

③ 固有周期  

ܺ
߆

߱ଵ 

݇ଵ ݇ଶ

݉ 

節  

݇ଵ ݇ଶ 
ܺ
߆

߱ଶ 
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 ௡ܶ ൌ
1

௡݂
ൌ

1
7.1

ൌ 0.14 ሾsሿ 

④ 片振幅 式（2.16）より  

ܣ  ൌ ඨ൬
଴ݒ
߱௡
൰
ଶ
൅ ଴ܣ

ଶ ൌ ඨ൬
7

44.7
൰
ଶ

൅ 0.2ଶ ൌ 0.25 ሾmሿ 

⑤ 初期位相角 式（2.17）より  

振動を正弦波で表現する場合  

 ߮ଵ ൌ tanିଵ ൬
଴߱௡ܣ
଴ݒ

൰ ൌ tanିଵ ൬
0.2 ൈ 44.7

7
൰ ൌ 0.9 ሾradሿ ൌ ሾradሿ ߨ0.29 ൌ 52.2 ൣ°൧ 

振動を余弦波で表現する場合  

      ߮ଶ ൌ െtanିଵ ൬
଴ݒ

଴߱௡ܣ
൰ 

  ൌ െtanିଵ ൬
7

0.2 ൈ 44.7
൰ ൌ െ0.66 ሾradሿ ൌ െ0.21ߨ ሾradሿ ൌ െ37.8 ൣ°൧ 

 

（解説）  

 |߮ଵ| ൅ |߮ଶ| ൌ ሾradሿߨ0.5 ൌ 90 ൣ°൧と常になる．  

 参考公式  

 ܽ cos߱ݐ ൅ ܾ sin߱ݐ ൌ √ܽଶ ൅ ܾଶ sinሺ߱ݐ ൅ ߮ଵሻ ൌ√ܽଶ ൅ ܾଶ cosሺെ߱ݐ ൅ ߮ଶሻ 

 ൌ ඥܽଶ ൅ ܾଶ cosሺ߱ݐ െ ߮ଶሻ 

߮ଵ ൌ tanିଵ
ܽ
ܾ
  ，     ߮ଶ ൌ tanିଵ

ܾ
ܽ

 

 ܽ ，  ܾは正の鋭角．  

⑥ 振動波形の式  

正弦波での表現，ݔ ൌ 0.25 sinሺ44.7ݐ ൅ 0.9ሻ ，余弦波での表現，ݔ ൌ 0.25 cosሺ44.7ݐ െ

0.66ሻ 

⑦ 波形の概略図  

正弦波の初期位相+0.9rad の時間は，
଴.ଽ

ସସ.଻
 ሾsሿ ൌ 0.02 ሾsሿ  

余弦波の初期位相－0.66rad の時間は，
ି଴.଺଺

ସସ.଻
 ሾsሿ ൌ െ0.015 ሾsሿ  

       ߱௡ ൌ 44.7ሾrad s⁄ ሿ より ሺ44.7 ⁄ߨ ሻ ൈ ሾradߨ s⁄ ሿ ൌ ሾradߨ14.2 s⁄ ሿ 
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⑧ 速度と時間の関係  

ݔ  ൌ 0.25 sinሺ44.7ݐ ൅ 0.9ሻより，速度は変位を時間 t で微分すると求められる．  

ሶݔ ൌ 0.25ൈ 44.7cosሺ44.7ݐ ൅ 0.9ሻ ൌ 11.2 cosሺ44.7ݐ ൅ 0.9ሻ ሾm s⁄ ሿ 

したがって，振動波形の概略図は図 K.4 のとおり．  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 K.4 

 

（2.11）  

静的にばねの復原力݇ݔ௦௧と質量に掛る重力とつり合っているから  

௦௧ݔ݇             ൌ ݉݃  よって ݇ ൌ ݉݃ ⁄௦௧ݔ  

したがって，固有角振動数߱௡は  

 ߱௡ ൌ ඨ
݇
݉
ൌ ඨ

݉݃ ⁄௦௧ݔ

݉
ൌ ඨ

݃
௦௧ݔ

ൌ ඨ
9.8

0.5 ൈ 10ିଷ
ൌ 145ሾrad s⁄ ሿ 

 

（2.12）  

0.3

ܶ ൌ 0.14ሾsሿ

0.1

െ0.015ሾsሿ 

ሾsሿݐ

0.02ሾsሿ 

ܣ ൌ 0.25 ሾmሿ

0.2 0.4 

 ሾmሿݔ

ሾradߨ14.2 s⁄ ሿ 

ߨ2

ሾsሿݐ

ሶݔ ሾm s⁄ ሿ 

速度 ൌ 11.2ൣm ｓ⁄ ൧ 

0

0

位 相 差
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①  減衰比  

 ܿ௖ ൌ 2√݉݇ ൌ 2ට40ሾNsଶ m⁄ ሿ ൈ 840，000ሾN m⁄ ሿ ൌ 11590ሾNs m⁄ ሿ 

したがって，減衰比  ς は  

 ߫ ൌ
ܿ
ܿ௖
ൌ

900ሾNs/mሿ

11590ሾNs m⁄ ሿ
ൌ 0.08 

②  減衰固有角振動数  

 ݉ ൌ 40ሾkgሿ ൌ 40ሾNsଶ/mሿであるから，不減衰固有角振動数߱௡は  

 ߱௡ ൌ ඨ
݇
݉
ൌ ඨ840，000ሾN m⁄ ሿ

40ሾNsଶ m⁄ ሿ
ൌ 145ሾrad s⁄ ሿ 

したがって，減衰固有角振動数は  

 ߱ௗ ൌ ߱௡ඥ1 െ ߫ଶ ൌ 145ሾrad s⁄ ሿ ൈ ඥ1 െ 0.08ଶ ൌ 145ሾrad s⁄ ሿ ൈ 0.99 ൌ 143ሾrad s⁄ ሿ 

③  減衰固有振動数  

 ௗ݂ ൌ
߱ௗ

ߨ2
ൌ
143ሾrad s⁄ ሿ

ሾradሿߨ2
ൌ 22.8ሾHzሿ 

④  周期  

 ܶ ൌ
1

ௗ݂
ൌ

1
22.8ሾcycle/sሿ

ൌ 0.044ሾs cycle⁄ ሿ 

⑤  対数減衰率  ߜ 

ߜ ൌ ߫߱௡ܶ ൌ 0.08 ൈ 145ሾrad s⁄ ሿ ൈ 0.044ሾs cycle⁄ ሿ ൌ 0.5 

あるいは  

ߜ  ൌ
߫ߨ2

ඥ1 െ ߫ଶ
ൌ

ߨ2 ൈ 0.08

√1 െ 0.08ଶ
ൌ 0.5 

⑥  最初に生じた振幅（片振幅）とその次から 2 番目の振幅との比  

ߜ  ൌ
1
݉
ln

ܽ௡
ܽ௡ା௠

 

 0.5 ൌ
1
2
ln

ܽ௡ୀଵ
ܽሺ௡ୀଵሻାሺ௠ୀଶሻ

 

 1 ൌ ln
ܽଵ
ܽଷ
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ܽଵ
ܽଷ

ൌ 2.718 

最初から 3 番目（最初の次から 2 番目）に生じた振幅は最初に生じた振幅の

1 2.718 ؆ 0.37⁄ 倍となる．  

⑦  変位の時間による関数表示  

式（2.15），式（2.16）より， t=0 のとき，ݔ ൌ ܺ଴  ， ሶݔ   ൌ ଴ܸ．  

ݔ  ൌ ݁ିఙ௧ܣ଴ cosሺ߱ௗݐ ൅ ߮଴ሻ 

ߪ  ൌ ߱௡߫ ൌ 145ሾrad s⁄ ሿ ൈ 0.08 ൌ 11.6ሾrad s⁄ ሿ 

଴ܣ  ൌ
ට߱௡ଶܺ଴

ଶ ൅ 2߱௡߫ܺ଴ ଴ܸ ൅ ଴ܸ
ଶ

߱ௗ
 

  ൌ
ඥሺ145ሾrad s⁄ ሿሻଶ ൈ ሺ0.2ሾmሿሻଶ ൅ 2 ൈ 145ሾrad s⁄ ሿ ൈ 0.08 ൈ 0.2ሾmሿ ൈ 7ሾm/sሿ ൅ ሺ7ሾm/sሿሻଶ

143ሾrad s⁄ ሿ
 

  ൌ 0.21ሾmሿ 

 tan߮଴ ൌ െ ଴ܸ ൅ ߱௡߫ܺ଴
߱ௗܺ଴

ൌ െ
7ሾm/sሿ ൅ 145ሾrad s⁄ ሿ ൈ 0.08 ൈ 0.2ሾmሿ

143ሾrad s⁄ ሿ ൈ 0.2ሾmሿ
ൌ െ0.326 

 ߮଴ ൌ െ0.315ሾradሿ 

 

（解説）  

 ߮଴ が小のとき， tan߮଴ ؆ sin߮଴ ؆߮଴ ሾradሿ）  

しかるに，余弦波で示すと  

ݔ  ൌ ݁ିଵଵ.଺௧ ൈ 0.21 ൈ cosሺ143ݐ െ 0.315ሻ ሾmሿ 

または，正弦波で示すと  

ݔ  ൌ ݁ିଵଵ.଺௧ ൈ 0.21 ൈ sinሺ143ݐ ൅ ߮௦ሻ ሾmሿ 

 ߮௦ ൌ tanିଵ
߱ௗݔ௦

ሶ௦ݔ ൅ ߱௡߫ݔ௦
ൌ 1.255 ሾradሿ ൌ

ߨ
2
െ 0.315 ሾradሿ 

⑧  概略図  

0.315rad 経過後の最大振幅は  

଴݁ିఙ௧ܣ  ൌ 0.21 ൈ ݁ିଵଵ.଺௧ ൌ 0.21 ൈ ݁ିଵଵ.଺ൈ଴.଴଴ଶଶ ൌ 0.21 ൈ 0.97 ൌ 0.2 ሾmሿ 

であるから，概略図は図 K.5 のとおり．  
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図 K.5 

 

第 3 章 

 （3.1）  

道路の波長 l で，車両の速度 v であるから，走行車両に対する車輪から伝えられ

る変位の強制振動周期ܶは  

 ܶ ൌ
݈
ݒ
ൌ
ߨ2
߱

 

したがって  

 ߱ ൌ
ݒߨ2
݈

 

しかるに，車輪は上下方向に  

௛ݔ  ൌ ܽ sin߱ݐ 

の強制変位を受ける．運動方程式は  

ሷݔ݉  ൅ ܿሺݔሶ െ ሶ௛ሻݔ ൅ ݇ሺݔ െ ܺ௛ሻ ൌ 0 

この式は本文の式（3.20）と同じであるから，絶対変位 x の時間に対する変化を求

めることができる．  

共振する車両速度ݒோは，式（3.21）のߚ ൌ 1のときであるから，߱ ൌ ߱௡ඥ1 െ 2߫ଶ とお

いて  

          ߫ ൌ
ܿ
ܿ௖

 

1.255 ሾradሿ 

 ሻݐሺݔ

ݐ

0.315 ሾradሿ 

0.21ሾmሿ 

ܶ ൌ 0.044ሾs cycle⁄ ሿ 
0.2ሾmሿ

0.2 ൈ 0.37 ൌ 0.074 ሾmሿ

0

0.1 ሾݏሿ ൌ2.27cyc

ሻݐሺݔ ൌ 0.21݁ିଵଵ.଺௧
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ோݒߨ2
݈

ൌ ߱௡ඥ1 െ 2߫ଶ 

ோݒ  ൌ
݈
ߨ2

߱௡ඥ1 െ 2߫ଶ ൌ
݈
ߨ2

ඨ
݇
݉
ඥ1 െ 2߫ଶ ؆

݈
ߨ2

ඨ
݇
݉

 

 

 （3.2）  

運動方程式は  

ሷݔ݉  ൅ ሺܿଵ ൅ ܿଶሻݔሶ െ ܿଵݔሶ௛ ൅ ݇ሺݔ െ ௛ሻݔ ൌ 0 

強制変位ݔ௛ ൌ ݄sin߱ݐであるから  

௛ݔ              ൌ ݄݁௝ఠ௧  ，ݔ ൌ  ௝ఠ௧݁ܣ

しかるに  

 
ܣ
݄
ൌ

2݆ට
݇
ଵߛ߱݉ ൅

݇
݉

െ߱ଶ ൅ 2݆ට݇݉ ሺߛଵ ൅ ଶሻ߱ߛ ൅ ݇
݉

 

上式を有理化して  

 ฬ
ܣ
݄
ฬ ൌ ඨ

1 ൅ ଶߚଵଶߛ4

ሺ1 െ ଶሻଶߚ ൅ 4ሺߛଵ ൅ ଶߚଶሻଶߛ
 

共振点では߱ ؆ ߱௡であるから，߱ ൌ ߱௡のとき  

 ቚ
ݔ
݄
ቚ ൌ ฬ

ܣ
݄
ฬ ൌ

ඥ1 ൅ ଵଶߛ4

2ሺߛଵ ൅ ଶሻߛ
 

質点 m の振幅が強制変位 h より小さくなる条件は  

 
ඥ1 ൅ ଵଶߛ4

2ሺߛଵ ൅ ଶሻߛ
൑ 1 

すなわち  

ଶߛ  ൒ ඨߛଵଶ ൅
1
4
െ  ଵߛ

と設定すると振動伝達率を常に 1 以下にすることができる．このような形式の振動

吸収機をスカイフックダンパーと呼ぶ．  

ただし  
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ଵߛ         ൌ
௖భ
ଶ௠

ට௞

௠

൙ ଶߛ，   ൌ
௖మ
ଶ௠

ට௞

௠

൙ ߚ，  ൌ
ఠ

ఠ೙
ൌ

ఠ

ටೖ
೘

 

とする．  

《補足》  

たとえば，トラックの運転席であるキャブを制振する場合，演習問題（本問）のܿଶを

取り付けることは不可能である．そこでキャブの上向き変位と下向き変位をセンシ

ングし，ܿଵのダンパー減衰力をコンピュータ制御し，あたかもスカイフックダンパ

ーが取り付けられているような働きを行う制御の研究が報告されている．  

 

（3.3）  

運動方程式は  

ሷଵߠଵܬ  ൌ െ݇ሺߠଵ െ  ଶሻߠ

ሷଶߠଶܬ  ൌ ݇ሺߠଵ െ  ଶሻߠ

初期条件として ݐ ൌ 0のときߠሶଵ ൌ ߱଴ ，ߠሶଶ ൌ ଵߠ， 0 ൌ ଶߠ ൌ 0．  

以上の条件下にてラプラス変換を行う．  

上式の両辺をܬଵで除して，左辺は  

 ʆ ߠሷଵ ൌ ܵଶʆ ߠଵ െ ଵሺ0ሻߠܵ െ ሶଵሺ0ሻߠ ൌ ܵଶʆ ߠଵ െ ߱଴ 

右辺は  

 ʆ  ൜െ
݇
ଵܬ
ሺߠଵ െ ଶሻൠߠ ൌ െ

݇
ଵܬ
ʆ ߠଵ ൅

݇
ଵܬ
ʆ ߠଶ 

となり  

 ൬ܵଶ ൅
݇
ଵܬ
൰ ʆ ߠଵ ൌ

݇
ଵܬ
ʆ ߠଶ ൅ ߱଴ 

下式も同様に  

ʆߠሷଶ ൌ ܵଶʆ ߠଶ െ ଶሺ0ሻߠܵ െ ሶଶሺ0ሻߠ ൌ ܵଶʆ ߠଶ 

 ʆ  ൜
݇
ଶܬ
ሺߠଵ െ ଶሻൠߠ ൌ

݇
ଶܬ
ʆ ߠଵ െ

݇
ଶܬ
ʆ ߠଶ 

となり  
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 ൬ܵଶ ൅
݇
ଶܬ
൰ ʆ ߠଶ ൌ

݇
ଶܬ
ʆ ߠଵ 

を得る．これらより  

 ൬ܵଶ ൅
݇
ଵܬ
൅
݇
ଶܬ
൰ ʆ ߠଵ െ ൬ܵଶ ൅

݇
ଵܬ
൅
݇
ଶܬ
൰ ʆ ߠଶ ൌ ߱଴ 

これより  

 ʆ ሺߠଵ െ ଶሻߠ ൌ ߱଴
1

ܵଶ ൅ ݇
ଵܬ
൅ ݇
ଶܬ

 

ここで  

 
݇
ଵܬ
൅
݇
ଶܬ
ൌ ݇

ଵܬ ൅ ଶܬ
ଶܬଵܬ

ൌ ߱ଶ 

とおく．  

ʆ ሺߠଵ െ ଶሻߠ ൌ ߱଴
1

ܵଶ ൅ ߱ଶ ൌ
߱଴

߱
·

߱
ܵଶ ൅ ߱ଶ 

ここで，常用ラプラス対関数表より  

ʆ ݂ሺݐሻ ؠ ሻݏሺܨ ൌ
ఠ

ௌమାఠమ  

  ݂ሺݐሻ ൌ   sin߱ݐ    

したがって  

ଵߠ  െ ଶߠ ൌ
߱଴

߱
sin߱ݐ ൌ ߱଴ · ඨ

ଶܬଵܬ
݇ሺܬଵ ൅ ଶሻܬ

· sin߱ݐ 

軸のねじりトルク ௣ܶは  

 ௣ܶ ൌ ݇ሺߠଵ െ ଶሻߠ ൌ ߱଴ · ඨ
݇ · ଶܬଵܬ
ሺܬଵ ൅ ଶሻܬ

· sin߱ݐ 

固有角振動数߱は  

 ߱ ൌ ඨ݇ ·
ଵܬ ൅ ଶܬ
ଶܬଵܬ

 

 

《補足》  

静止しているトラックなどの駆動系に，クラッチを急激に繋ぐことによりエンジ

ン回転を繋ぐと，本演習問題のような現象を生じるが，伝達クラッチトルクの最大
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値や，タイヤと路面の滑り等で，軸のねじりトルクには限界がある．  

 

（3.4）  

ブラケットの剛性を算出する．  

曲げ剛性  

ܫܧ  ൌ ܧ ·
1
12

ܾ݄ଷ 

，縦弾性係数：ܧ ．断面二次モーメント：ܫ  

壁から l の部位のたわみߜ௦௧は  

௦௧ߜ  ൌ
݉݃ · ݈ଷ

ܫܧ3
 

以上は材料力学の公式による．  

したがって，ばね定数݇は  

 ݇ ൌ
݉݃
௦௧ߜ

ൌ
ܫܧ3
݈ଷ

ൌ
ଷ݄ܾܧ

4݈ଷ
 

1 自由度の質量 m，ばね定数 k の自由振動の運動方程式と等価である．固有角振動

数߱଴は  

 ߱଴ ൌ ඨ
݇
݉
ൌ ඨ

ଷ݄ܾܧ

݉ · 4݈ଷ
 

これより  

 ݄ ൌ ඨ߱଴
ଶ ·
4݈݉ଷ

ܾܧ

య

 

したがって，共振点の固有角振動数を 2 倍以上にするには߱଴ ՜ ሺ2߱଴ሻ へ置き換え  

 ݄ ՜ √4
య ݄ ؆ 1.59݄ 

板厚 h を 1.59 倍以上にすることが求められる．  

 

（3.5）  

同一車型，同速度（ただし互いに逆方向）で衝突したので，同じ条件で固定壁に

衝突した場合と同じである．また，衝突後は反発係数 e=0 であるから，衝突後塑性

ばねがつぶれた状態でそのまま車両は停止する．  
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したがって，衝突始めから衝突終了までは，単振動の 1/4 周期とみることができ

る．  

質量 m，ばね定数 k の 1 自由度系，単振動の固有角振動数߱は  

ݔ  ൌ ܣ sin߱ݐ 

 ߱ ൌ ඨ
݇
݉

 

しかるに，衝突始めから衝突終了までの時間を∆ݐとおくと  

ݐ∆  ൌ
1
4
·
ߨ2
߱
ൌ
ߨ
2
ට
݉
݇

 

として求められる．  

衝突の衝撃力ܨは，運動量保存の法則と力積の関係より  

଴ݒ݉  ൌ  ݐ∆ܨ

ܨ  ൌ
଴ݒ݉
ݐ∆

ൌ
଴ݒ݉
ߨ
2 ට

݉
݇

ൌ
2
ߨ
 ݇݉√଴ݒ

で求められる．  

 

《補足》  

車両の速度が低いときには，一般的に反発係数 e は零ではなく，反発係数を若干

有する．衝突始めから衝突終わりまでの車両の変位と時間の関係を描くと図 K.6 の

ようになる．  

 

 

 

 

 

 

 

図 K.6 

 （3.6）  

質量 m の微小角変位 θ，ばねの伸び・縮み  ݈ଶߠ，ばねの復原力による支点 0 まわ

時間  

変位  

T

T/4 

塑性ばねの場合

弾性ばねの場合  
0
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りのモーメント M は  

ܯ  ൌ ൬െ
݇
2
݈ଶߠ൰ ݈ଶ െ ൬

݇
2
݈ଶߠ൰ ݈ଶ ൌ െ݈݇ଶ

ଶߠ 

振子の回転自由支点 0 まわりのモーメントのつり合いは  

 ݈݉݃ଵ
ଶߠሷ ൌ െ݈݇ଶ

ଶߠ ൅ ݈݉݃ଵߠ ൌ െ൫݈݇ଶ
ଶ െ ݈݉݃ଵ൯ߠ 

したがって，振子の固有角振動数߱௡は  

 ߱௡ ൌ ඨ
݈݇ଶ

ଶ െ ݈݉݃ଵ
݈݉݃ଵ

ଶ  

外力の角振動数は߱଴であるから，߱௡ ا ߱଴ ，または ߱௡ ب ߱଴ に設計することによ

り，周期外力との共振を避けることができる．  

《補足》  

この演習問題は実例として，自動車の手動式トランスミッションのチェンジレバ

ーのびびり振動対策などがあげられる．  

 

（3.7）  

減衰を考慮しなく軸のふれまわり角速度と回転速度が一致している場合で，かつ

ジャイロ効果を無視し得る場合（円板は傾かない）についてとする．軸は弾性体で

あるから，振動による動的たわみを r とすると，復元力ܨ௥ ൌ が作用する．円板重ݎ݇

心の距離を e とし，軸のばね定数を k，  ݉ は円板の質量とする．  

軸は一定回転で߱ሾrad s⁄ ሿで回転しているとすると，円板重心にかかる遠心力

௖ܨ ൌ ݉ሺݎ ൅ ݁ሻ߱ଶと復元力はつり合うから，ܨ௖ ൌ ௥ よりܨ  

 ݉ሺݎ ൅ ݁ሻ߱ଶ ൌ  ݎ݇

これより  

ݎ  ൌ
݉݁߱ଶ

݇ െ ݉߱ଶ ൌ
݁ሺ߱ ߱௡⁄ ሻଶ

1 െ ሺ߱ ߱௡⁄ ሻ
 

軸系の曲げ固有角振動数߱௡は  

 ߱௡ ൌ ඨ
݇
݉

 

危険回転は߱ ൌ ߱௡ のときに生じる．回転速度 ௡ܰに換算すると  

 ௡ܰ ൌ 60 ·
߱௡
ߨ2

   ሺrpmሻ 
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なお，両端単純支持の軸のばね定数݇は材料力学の公式により  

 ݇ ൌ
݈ܫܧ3

݈ଵ
ଶ݈ଶ

ଶ 

，縦弾性係数：ܧ 断面二次モーメント：ܫ  

݁：偏心量  

଴：静止状態のときのたわみ（図ݎ K.7 のߜ௦௧に相当する）  

回転中の新たなたわみ（振動による変位）：ݎ  

この回転軸の振動は，周期外力が加えられた 1 自由度ばね‐質量系と等価となる． 

静止状態のときのたわみݎ଴は振動方程式には無関係となる．それは，ばね‐質量モ

デルにおける場合と同じである．1 自由度のばね‐質量系で示せば，下向きの力を

正にとり，力のつり合いを式で示すと  

െ݉ݔሷ ൅ ݉݃ െ ݔ݇ െ ௦௧ߜ݇ ൌ 0 

௦௧ߜ ൌ
݉݃
݇

 

௦௧：重力によるばねの静的な伸びであり，結局，重力の影響はつり合い方程式に無ߜ

関係となる．図 K.7 参照．  

 

 

 

 

 

 

図 K.7 

《補足 1》  

偏心量  ݁ ൌ 0 であっても，߱ ൌ ߱௡で変位は不定の形になり，軸は横たわみに対し

て不安定になる．したがって，偏心量がない場合でも軸の危険速度は軸の横曲げ固

有角振動数と一致するから，軸の横曲げ固有角振動数を算出しておくことが肝要で

ある．  

たとえば，境界条件が両端単純支持の軸の横曲げ固有角振動数は  

 ߱௡ ൌ ൬
ߨ݅
݈
൰
ଶ

ඨ
ܫܧ
ܣߩ

 

݇݁ cos߱ݐ 

 ௦௧ߜ

݉ 

݇ ݇ 
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݅：振動モード次数（ここでは 1 次モードを扱い， ݅ ൌ 1とおく）  

したがって，危険速度をrpmで示すと  

 ௖ܰ ൌ 60
ߨ
2݈ଶ

ඨ
ܫܧ
ܣߩ

    ሾrpmሿ 

A：軸の断面積，ρ：密度．  

《補足 2》二次的な危険速度（図 K.8 参照）   

 

 

 

 

 

 

図 K.8 

やはり水平におかれた回転軸に質量 m の不つり合いのある円板が回転している場合

を考える．偏心量 e とすると，円板には周期的にモーメントܯ ൌ ݉݃݁ sin߱ݐ が作用

する．したがって，円板の運動方程式は円板の慣性モーメント  J とおくと  

ሷ׎ܬ  ൌ ݉݃݁ sin߱ݐ 

よって，円板の接線方向の加速度は  

ሷ׎݁  ൌ
݉݃݁ଶ

ܬ
sin߱ݐ 

これの垂直成分α は  

 α ൌ
݉݃݁ଶ

ܬ
sinଶ  ݐ߱

よって，重心における力は  

ߙ݉  ൌ
݉ଶ݃݁ଶ

ܬ
ଶ݊݅ݏ  ݐ߱

が作用しているので  

ߙ݉  ൌ
݉ଶ݃݁ଶ

ܬ
sinଶ ݐ߱ ൌ

݉ଶ݃݁ଶ

ܬ
1
2
ሺ1 െ cos  ሻݐ2߱

したがって，円板の回転による角振動数߱は  

݉݃݁ଶ

ܬ
sinଶ  ݐ߱

݉݃

݁：偏心距離＝0 点から質点 m までの距離

 ݐ߱

ሷ׎݁ ൌ
݉݃݁ଶ

ܬ
sin߱ݐ 

݉

0
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 ߱ ൌ
߱௡
2

 

（߱௡：円板付き軸の横曲げ固有角振動数）  

のときに共振する．これを回転軸の重力の影響による二次的な危険角速度という．  

《補足 3》減衰を考慮  

質量݉，ばね定数݇，粘性減衰係数ܿ の 1 自由度振動系と等価で考えることができ，

強制角振動数߱，強制力の最大振幅݉݁߱ଶが働く．  

したがって，式（3.9），式（3.10）より最大たわみݎと位相角߮は  

ݎ  ൌ

݉݁߱ଶ

݇
ඥሺ1 െ ଶሻଶߚ ൅ ሺ2߫ߚଶሻ

 

 ߮ ൌ tanିଵ ൬
െ2߫ߚ
1 െ ଶߚ

൰ 

上の式の両辺を݁で除すると  

 
ݎ
݁
ൌ

ଶߚ

ඥሺ1 െ ଶሻଶߚ ൅ ሺ2߫ߚଶሻ
 

ただし，ߚ ൌ ߱ ߱௡⁄ ，߫ ൌ ܿ ܿ௖⁄ ，ܿ௖ ൌ 2݉߱௡で臨界減衰係数．  

 ߫ が小のときでは，高速回転 ሺߚ ب 1ሻで，ݎ ݁⁄ ؆ 1であり，たわみは小さくなる．高

速危険速度を防ぐには߱௡を低く，つまりばね定数 k を低くする方法を取ることが考

えられる（遠心分離機やタービンなどの高速回転機械に利用される場合がある）．  

 

（3.8）  

（1）周波数 ଵ݂ ൌ 5 ሾHzሿの正弦波の入力  

①  運動方程式  

ݔ݉  ൌሷ െ ሶݔܿ െ ݔ݇ ൅ ܨ sin߱ݐ 

外力の角振動数߱ ൌ ߱ଵは  

 ߱ଵ ൌ ߨ2 ଵ݂ ൌ ߨ2 ൈ 5 ൌ 31.4 ሾrad s⁄ ሿ 

よって  

ሷݔ20  ൅ ሶݔ10 ൅ ݔ3,000 ൌ 100 sin  ݐ31.4

②  不減衰，自由振動の固有角振動数  

 20ሾkgሿ ൌ 20 ሾNsଶ/mሿ より  
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 ߱௡ ൌ ඨ
݇
݉
ൌ ඩ

3，000
20 ൌ 12.2 ሾrad s⁄ ሿ 

 ③  減衰比  

 ߫ ൌ
ܿ
ܿ௖
ൌ

ܿ

2√݉݇
ൌ

ܿ
2݉߱௡

ൌ
10

2 ൈ 20 ൈ 12.2
ൌ 0.02  

④  定常状態の変位の応答  

変位 x は  

ݔ  ൌ ݁ିఙ௧ܣ଴ cosሺ߱ௗ ൅ ߮଴ሻ ൅ ௦ܣ sinሺ߱ݐ ൅ ߮ሻ 

いま，定常振動を扱うから  

ݔ  ൌ ௦ܣ sinሺ߱ݐ ൅ ߮ሻ 

௦ܣ  ൌ

ܨ
݇

ඨ൜1 െ ቀ ߱߱௡
ቁ
ଶ
ൠ
ଶ

൅ ቀ2߫
߱
߱௡
ቁ
ଶ

ൌ

100
3,000

ඨቊ1 െ ቀ31.412.2ቁ
ଶ
ቋ
ଶ

൅ ቀ2 ൈ 0.02 ൈ 31.4
12.2ቁ

ଶ
ൌ 0.006 ሾmሿ 

 

⑤  振幅倍率  

式（3.13）より  

 
|௦ܣ|

௦௧ܣ
ൌ
|௦ܣ|

ܨ ݇⁄
ൌ

1

ඨ൜1 െ ቀ ߱߱௡
ቁ
ଶ
ൠ
ଶ

൅ ቀ2߫
߱
߱௡
ቁ
ଶ

ൌ
1

ඨቊ1 െ ቀ31.412.2ቁ
ଶ
ቋ
ଶ

൅ ቀ2 ൈ 0.02 ൈ 31.4
12.2ቁ

ଶ
ൌ 0.18 

⑥  周期外力と応答の位相߮ଵ 

 ߮ଵ ൌ tanିଵ
െ2߫

߱
߱௡

1 െ ቀ ߱߱௡
ቁ
ଶ ൌ tanିଵ

െ2 ൈ 0.02 ൈ
31.4
12.2

1 െ ቀ31.412.2ቁ
ଶ ൌ tanିଵ 0.02 

߮ଵ ൌ 0.02 ሾradሿ．  

⑦  共振角振動数  

 ߱ ൌ ߱௡ඥ1 െ 2߫ଶ ൌ 12.2 ൈ ඥ1 െ 2 ൈ 0.02ଶ ൌ 12.2 ሾrad s⁄ ሿ 

（解説 1）（図 K.9 参照）  

（強制振動減衰系の共振角振動数は，不減衰時の固有角振動数とほとんど同じであ

る．）  
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図 K.9 

（2）周波数 ଶ݂ ൌ 0.5 ሾHzሿの正弦波の入力  

⑧  正弦波外力周波数の角振動数߱ ൌ ߱ଶは，߱ଶ ൌ ߨ2 ଶ݂ ൌ ߨ2 ൈ 0.5 ൌ 3.14 ሾrad s⁄ ሿ 

⑨  ଶ݂ ൌ 0.5Hzのときの応答の位相߮ଶ 

 ߮ଶ ൌ tanିଵ
െ2߫

߱
߱௡

1 െ ቀ ߱߱௡
ቁ
ଶ ൌ tanିଵ

െ2 ൈ 0.02 ൈ
3.14
12.2

1 െ ቀ3.1412.2ቁ
ଶ ൌ tanିଵሺെ0.01ሻ 

よって，߮ଶ ൌ െ0.01 ሾradሿ．  

位相関係を図示すると，図 K.9 のようになる．  

ⅰ） 共振周波数より十分高い周波数 f1ሺ߱ଵ ൌ 31.4 ሾrad s⁄ ሿሻで加振すると，位相差は πሾradሿ

に近くなる．  

ⅱ）  共振点ሺ12.2 ሾrad ⁄ sሿሻで位相は π/2 ሾradሿとなる．  

ⅲ） 共振点ሺ12.2 ሾrad s⁄ ሿሻより低い周波数 f2ሺ߱ଶ ൌ 3.14 ሾrad s⁄ ሿሻで加振した場合には，位

相差は 0 ሾradሿに近い．   

  

߮ሾradሿ

tan߮ 

െ0 2/ߨ ߨെ2/ߨ  ߨ

1.0 

െ1.0

0

共振時 ω＝ωn位相ሺെߨ ൅ ߮ଵሻ 位相ሺെ߮ଶሻ 

tan߮ 関数の値  
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（解説 2）次に外力周波数 f1 と f2 のときの概略図を図 K.10 に描く．  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 K.10 

 （3.9）  

 ሼ׎ଵሽ்ܨ ൌ 0.62ہ ۂ1 ൜10，000
0

ൠ ൌ 6，200 

 ሼ׎ଶሽ்ܨ ൌ െ1.63ہ ۂ1 ൜10，000
0

ൠ ൌ െ16，300 

モード座標は，式（3.49）より  

ሻݐ௥ሺߦ  ൌ
ሼ׎௥ሽ்ሼܨሽ

െ߱ଶ݉௥ ൅ ݆߱ܿ௥ ൅ ݇௥
ൈ sin߱ݐ 

いま，ܿ௥ ൌ 0，߱ ൌ 4 ሾrad s⁄ ሿ であるから

 

௥ୀଵߦ  ൌ
ሼ׎ଵሽ்ሼܨሽ

െ߱ଶ݉௥ୀଵ ൅ ݇௥ୀଵ
ൌ
0.62ہ ۂ1 ൜10，000

0
ൠ

െ4ଶ ൈ 138.44 ൅ 5288
ൌ

6200
3072.96

ൌ 2.02 

௥ୀଶߦ  ൌ
ሼ׎ଶሽ்ሼܨሽ

െ߱ଶ݉௥ୀଶ ൅ ݇௥ୀଶ
ൌ
െ1.63ہ ۂ1 ൜10，000

0
ൠ

െ4ଶ ൈ 365.69 ൅ 95738
ൌ

െ16300
89886.96

ൌ െ0.18 

式（3.50）より  

x ߮ଵ ൌ ߨ െ 0.02 ሾradሿ ؆ 179.4°

߮ଶ ൌ 0.01 ሾradሿ ൌ 0.57°

応答（変位） 

入力 ଵ݂ ൌ 5ሾHzሿ 

入力 ଶ݂ ൌ 0.5Hz 

応答（変位） 

t 

t

x 

0 

0 
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 ሼܣሽ ൌ ଵሽ׎௥ୀଵሼߦ ൅ ଶሽ׎௥ୀଶሼߦ ൌ ௥ୀଵߦ ൜
ଵଵ׎

ଵଶ׎ ൌ 1ൠ ൅ ௥ୀଶߦ ൜
ଶଵ׎

ଶଶ׎ ൌ 1ൠ 

          ൌ 2.02 ቄ0.62
1
ቅ൅ሺെ0.18ሻ ቄെ1.63

1
ቅ 

式（3.52）より  

 ሼܣሽ sin߱ݐ ൌ ቄ
ଵݔ
ଶݔ
ቅ sin ݐ4 ൌ ሾߦଵሼ׎ଵሽ ൅ ଶሽሿ׎ଶሼߦ sin  ݐ4

                                              ൌ 2.02 ቄ0.62
1
ቅ sin ݐ4 ൅ ሺെ0.18ሻ ቄെ1.63

1
ቅ sin  ݐ4

したがって  

ଵݔ  ൌ 1.25 sin ݐ4 ൅ 0.29 sin ݐ4 ൌ 1.54 sin ݐ4  ሾmሿ 

ଶݔ  ൌ 2.02 sin ݐ4 െ 0.18 sin ݐ4 ൌ 1.84 sin  ሾmሿ ݐ4

減衰比߫ ൌ 0であり，外力の角振動数は 1 次モードの共振点（  例題 2.2 参照）以下

であるから，定常振動において入力と応答の位相差はない．  

（解説）  

同様に߱ ൌ 20 ሾrad s⁄ ሿとして10,000 sin ݐ20  ሾNሿの周期外力を与えたときについて考え

てみよう．  

௥ୀଵߦ  ൌ
ሼ׎ଵሽ்ሼܨሽ

െ߱ଶ݉௥ୀଵ ൅ ݇௥ୀଵ
ൌ

0.62ہ ۂ1 ൜10，000
0

ൠ

െ20ଶ ൈ 138.44 ൅ 5288
ൌ

6200
െ50088

ൌ െ0.124ሾmሿ 

௥ୀଶߦ  ൌ
ሼ׎ଶሽ்ሼܨሽ

െ߱ଶ݉௥ୀଶ ൅ ݇௥ୀଶ
ൌ

െ1.63ہ ۂ1 ൜10，000
0

ൠ

െ20ଶ ൈ 365.69 ൅ 95738
ൌ
െ16300
െ50538

ൌ 0.18 ሾmሿ 

式（3.50）と式（3.52）より  

 ሼܣሽ sin߱ݐ ൌ ቄ
ଵݔ
ଶݔ
ቅ sin ݐ20 ൌ ሾߦଵሼ׎ଵሽ ൅ ଶሽሿ׎ଶሼߦ sin  ݐ20

             ൌ െ0.124 ቄ0.62
1
ቅ sin ݐ20 ൅ 0.18 ቄെ1.63

1
ቅ sin  ݐ20

したがって  

ଵݔ  ൌ െ0.076 sin ݐ20 െ 0.29 sin ݐ20 ൌ െ0.366 sin ݐ20  ሾmሿ ൌ 0.366 sinሺ20t െ   ሻ ሾmሿߨ

ଶݔ  ൌ െ0.124 sin ݐ20 ൅ 0.18 sin ݐ20 ൌ 0.056 sin  ሾmሿ ݐ20

減衰比߫ ൌ 0であるが，外力の角振動数は，2 次モードの共振点（例題 2.2 参照）よ

り高いので，質量 m1 は外力と逆相，m2 は外力と位相差はない．結局，周期外力の

固有角振動数が 4[rad/s]のときは，x1 と x2 は同相であるが，20[rad/s]の場合には x1

と x2 は逆相になることが読み取れる．  
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第 4 章 

（4.1）  

① 伝達関数の名称：ボード線図  

② 片持ち梁の 1 次モードを上に 2 次モードの図を下に描く．また，概略図に A

部（励振点）と B 部を指示する（図 K.11）．  

 

 

 

 

 

 

 

 

図 K.11 

 

 

③ 伝達関数 a，b，c，d について  

式（4.23）より  

ሺ߱ሻ௜௟|௠௔௫ܩ|  ൌ
1
௥ܭ

1

2߫௥ඥ1 െ ߫௥ଶ
؆

1
௥߫௥ܭ2

ൌ
1
2߫௥

௥௟׎௥௜׎
݇௥

 

）ሺ߱ሻ௜௟：伝達関数ܩ i 点を励振， l 点の応答を観測）  

）௥௟：固有モード׎௥௜׎ i 点と l 点の r 次モード）  

߫௥：r 次モードの減衰比  

(1)  A 部を加振して，A 部の応答である伝達関数  

a 点：1 次モードでは，ܩሺ߱ሻAA൫ଵ 次モード ൯ ൌ
ଵ

ଶచభ

భಲ׎భಲ׎
௞భ

 

b 点：2 次モードでは，ܩሺ߱ሻAA൫ଶ 次モード ൯ ൌ
ଵ

ଶచమ

మಲ׎మಲ׎
௞మ

 

(2)  A 部を加振して，B 部の応答である伝達関数  

c 点：1 次モードでは，ܩሺ߱ሻAB൫ଵ 次モード ൯ ൌ
ଵ

ଶచభ

భಳ׎భಲ׎
௞భ

 

   d 点：2 次モードでは，ܩሺ߱ሻAB൫ଶ 次モード ൯ ൌ
ଵ

ଶచమ

మಳ׎మಲ׎
௞మ

 

A 部

A 部
B 部

B 部
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④ 周波数 f1， f2 について  

f1：1 次モードの共振周波数 ଵ݂ ൌ ߱ௗଵ ⁄ߨ2 ؆ ߱௡ଵ ⁄ߨ2  

f2：2 次モードの共振周波数 ଶ݂ ൌ ߱ௗଶ ߨ2 ؆⁄ ߱௡ଶ ⁄ߨ2  

式（2.73）より  

 ߱ௗଵ,ଶ ൌ ߱௡ଵ,ଶට1 െ ߫ଵ,ଶଶ 

 （4.2）  

各次モードシェープは，伝達関数の虚数部のピークをつなぎ合わせて得られる．

したがって，概略の振動モードは，図 K.12 の太い連続曲線で示される．  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 K.12 

 

第 5 章 

 （5.1）  

① プロペラ翼の振動：強制振動の場合と自励振動の場合とがある．  

回転系の不つり合い，プロペラ駆動軸のトルク変動に起因する場合は，強制振動

であり駆動軸の回転次数と振動の関係を調べる必要がある．一方，高い周波数で空

気の速度が速い場合にはフラッタを生じ負の減衰状態となり自励振動に分類される． 

② 自動車の前輪の左右方向振動（シミ―）：強制振動の場合と自励振動の場合と

がある．  

前輪と同軸で回転するタイヤ，ハブ，ブレーキドラム（ディスク）等の不つり合

いに起因する振動で，特に左右輪の不つり合いが逆位相関係になったとき大きな振

1 次モード  

2 次モード  

3 次モード  



- 54 - 
 

動となる．これは低車速でも生じる強制振動であり不つり合い対策等で解消する．

一方，高車速で生じる，車輪が左右（向き），上下，横方向の運動が連成し回転体に

ジャイロ作用によって振動（シミー）が継続される場合は自励振動である．前輪系

を含む操舵系のガタ（間隙）を小さくすることにより操舵系の大きい慣性モーメン

トにつないで振動を抑制する方法や，さらに操舵系のギヤ比を高くして慣性モーメ

ントを大きくすることや，前輪回りに摺動抵抗を与える等の対策が取られている．

独立懸架の場合には左右輪の連成がなくなり，シミーは発生しにくい．  

③ 自動車の乾燥式クラッチのすべり時に生じる駆動系のねじり振動：自励振動  

運転手の足の動きでコントロールする乾燥式クラッチは，いわゆる半クラッチ時

において駆動系のねじり振動が表れるときがある．駆動系のねじり 1 次モードの固

有振動数はトランスミッションのギヤ位置によって固有の値をもつ．この振動原因

は乾燥クラッチ板に張られたフェーシングと呼ばれる摩擦材の負性抵抗による自励

振動である．一般的には摩擦特性の改善が対策として行われる．  

④ 自動車のブレーキ（主制動装置）の作動時のブレーキ鳴き：自励振動  

タイヤを取り付けるディスクホイールのなかに車輪と一体となって回転するブレ

ーキドラムまたはブレーキディスクが装着され，一方車体側の車軸受け箱と一体と

して取り付けられているブレーキアンカーにブレーキシューまたはブレーキパッド

が装着されている．ブレーキシューやブレーキパッドにはブレーキドラムやブレー

キディスクの摺動面と接触し，制動力を生じるようにライニングが取り付けられて

いる．このライニングの摩擦特性はしばしば負性抵抗の特性を表し，自励振動を生

じる．振動系はブレーキドラム，ブレーキディスクとブレーキシュー，ブレーキパ

ッドとの共振があげられる．ブレーキ装置を取り付けるアンカーブラケットの振動

特性も関与する場合もある．対策には，ライニングの摩擦特性の改良の他，振動系

の共振防止等が取られている．このような連続体の振動の共振は接触している振動

体同士の腹と節が共振周波数を同じにして，一致している場合がある．腹と節のモ

ードの一致を防ぐことも振動抑制につながる．  

⑤ 飛行機翼の振動（フラッタ）：自励振動  

翼の上下振動とねじり振動の相互作用により空気の流れをエネルギー源とする自

励振動を起こす．また翼の曲げ振動と補助翼のはばたき振動の連成による自励振動

もある．このようにいろいろな運動について完全につり合いをとることが必要にな
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る．具体的な対応は空気力学の専門書を参考とされたい．  

⑥ 回転機械の回転軸にキー溝，あるいは扁平軸をもつ場合に生じる二次的危険

速度：自励振動  

たとえば，1 箇所のキー溝がある円形軸の場合には軸の慣性モーメントは 2 つあ

り 1/4 回転ごとに慣性モーメントは最大と最小を繰り返す．したがって，軸のばね

定数は回転数の 2 倍で変化するため，軸を含めた回転体の固有振動数（主危険速度）

の 1/2 の回転速度で自励振動を生じる．この場合軸のばね定数が変化することによ

り振動が生じるので，自励振動のうちのパラメータ励振である．  

⑦ 回転機械の軸受に用いられているベアリングの損傷による振動：強制振動  

ベアリングは時として，ヘルツ応力による転動疲労を起こしフレーキング等の痕

状を生じる場合がある．この痕状がベアリング回転の強制入力として働き，騒音の

問題となる場合もある．  

⑧ 回転機械に取り付けられた円板の偏心による振動：強制振動  

回転円板の偏心（質量の不つり合い）がある場合には，強制力として不つり合い

質量による遠心力が発生し，回転体の横曲げ固有角振動数に等しい回転速度になる

とき，共振現象を示す．これを（主）危険速度と呼ぶ．軸長を短くして横曲げの固

有角振動数を上げることや，偏心量を小さくすることなどが対策として取られる．  

⑨ 回転機械の回転体の横置きによる重力の影響による二次的な危険速度：強制

振動  

質量不つり合いの円板が軸を水平状態で取り付けられている場合，不つり合い質

量による遠心力の他に重力の影響を受け，この強制加振力の角振動数と軸系の横曲

げ固有角振動数が一致すると共振現象を表す．共振点の強制加振力の角振動数は横

曲げ固有角振動数の１ /2 である．これを二次的な危険速度と呼ぶ．  

⑩ 電線に風が当たることによる風切り音：自励振動  

流体が円筒形物体に当たるとそのあとに流れが巻き込まれて渦が生じる．レイノ

ルズ（Reynolds）数に関連して層流から乱流に変化するときに生じ，これをカルマ

ン（Kármán）渦と呼ぶ．この渦により電線が振動する場合にも，あるいは電線が振

動しなくても音は発生するといわれている．このように一定速度の層流を流すこと

によっても，振動が発生することになる自励振動である．  

⑪ 自動車が走行するときに路面の凹凸から受ける振動：強制振動  
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路面の凹凸はそれ自体が空間周波数をもつことになるが，自動車が走行すること

により，走行速度によりタイヤが路面から受ける強制振動入力の周波数となる．強

制振動入力の周波数が懸架装置を含めた自動車ボディ，自動車の各種装置や各種部

品の固有振動数に一致する場合，一致する装置あるいは部材，部品等が共振現象を

表す．  

⑫ 歯車装置における歯車のかみ合い騒音：強制振動  

歯車のかみ合い騒音は歯車のピッチ誤差，歯形誤差，歯溝の振れ，歯筋方向誤差，

それらを総合したかみ合い精度，歯あたり等に影響される歯車の歯と歯が当たる騒

音であるため，強制振動である．また，かみ合い精度等が良くても，歯車を回転さ

せる軸への入力に変動がある場合にも騒音につながる．歯が疲労してスコアリング

やピッチングを生じている場合には，さらに大きな騒音を発生する．  

⑬ 内燃機関のシリンダ内の燃焼による内燃機関の軸まわりの振動：強制振動  

内燃機関のピストン，コネクティングロッド，クランクシャフト等の運動部分の

回転質量慣性力や往復質量慣性力およびそれぞれの慣性偶力のアンバランスが強制

加振力となるほか，トルク自体の変動が強制加振力となる．振動系はクランクシャ

フトのねじれ，曲げ，ピストンとシリンダのスラッピング（叩き）などがあげられ

る．その振動はさらにエンジンマウント系に伝わり，内燃機関のローリング，ピッ

チング，バウンシング等の振動となる．振動対策にはクランクシャフトの静的およ

び動的バランスウェイトや多気筒として総合的なトルク変動を減少させる他，クラ

ンクダンパーやフライホイールを取り付ける等，多くの装置や方策が盛り込まれて

いる．なお，ピストン・クランク軸系のねじり振動はクランク回転角に連動する慣

性モーメントの変動となり，自励振動（パラメータ励振）である．  

⑭ 乾性摩擦での平軸受（すべり軸受）の隙間に起因する軸振動：自励振動  

間隙の多い軸受の中の軸が何かの原因で隙間の一方へ偏ると，軸受の摩擦力を受

けるため，軸回転と反対方向の接線方向力となり，軸は旋回を始める．軸は軸受案

内の中心にあり，接触していなければ軸は安定である．一度触れることによって生

じる不安定振動であり，自励振動である．この現象を shaft whipping と呼ぶ．  

《補足》  

潤沢に潤滑された平軸受の場合でも，軸の回転角速度に比較して軸の軸受まわり

に遅い旋回があるときに，潤滑油の減衰作用は負性抵抗を示し，自励振動を生じる
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ことが知られている．  

 

第 6 章 

（6.1）  

矩形波の場合，െߨ 2⁄ ߨ~ 2⁄  で݂ሺݔሻ ൌ ܽ であり，ߨ 2⁄ ߨ3~ 2⁄  で݂ሺݔሻ ൌ െܽ である．  

よって，式（6.11），式（6.9），式（6.10）より  

        
ܽ଴
2
ൌ
1
ߨ
න ݂ሺݔሻ݀ݔ
ଷగ ଶ⁄

ିగ ଶ⁄
 

     ܽ௠ ൌ
1
ߨ
න ݂ሺݔሻ cos݉ݔ · ൫݉        ݔ݀ ൌ 1，2，3， ൯ڮ
ଷగ ଶ⁄

ିగ ଶ⁄
 

     ܾ௠ ൌ
1
ߨ
න ݂ሺݔሻ sin݉ݔ · ൫݉         ݔ݀ ൌ 1，2，3， ൯ڮ
ଷగ ଶ⁄

ିగ ଶ⁄
 

ただし݂ሺݔሻは定数であり，のこぎり波のように部分積分を行う必要はない．  

したがって  

 
ܽ଴
2
ൌ

1
ߨ2

ቊන ݔ݀ܽ ൅ න ሺെܽሻ݀ݔ
ଷగ ଶ⁄

గ ଶ⁄

గ ଶ⁄

ିగ ଶ⁄
ቋ ൌ 0 

 ܽ௠ ൌ
1
ߨ
න ݂ሺݔሻ cos݉ݔ · ݔ݀ ൌ
ଷగ ଶ⁄

ିగ ଶ⁄

1
ߨ
ቊܽ · න cos݉ݔ · ݔ݀ െ ܽ

గ ଶ⁄

ିగ ଶ⁄
න cos݉ݔ · ݔ݀
ଷగ ଶ⁄

గ ଶ⁄
ቋ 

  ൌ
1
ߨ
ቊܽ ൤൬

1
݉
sin݉ݔ൰൨

ିగ ଶ⁄

గ ଶ⁄

െ ܽ ൤
1
݉
sin݉ݔ൨

గ ଶ⁄

ଷగ ଶ⁄

ቋ 

  ൌ 0      ൫݉は偶数のとき൯ 

  ൌ
4ܽ
݉ߨ

     ൫݉は奇数のとき൯ 

 ܾ௠ ൌ
1
ߨ
ቊන ܽ sin ݔ · ݔ݀ ൅ න ሺെܽሻ ·

1
݉
cos ݔ · ݔ݀

ଷగ ଶ⁄

గ ଶ⁄

గ ଶ⁄

ିగ ଶ⁄
ቋ ൌ 0 

したがって  

 ݂ሺݔሻ ൌ
4ܽ
ߨ
൬sin ݔ ൅

1
3
sin ݔ3 ൅

1
5
sin5 ݔ ൅ڮ൰ 
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第 7 章 

（7.1）  

a 点について：  

コヒーレンスは低いが，伝達関数から反共振点の現象である．したがって，反共

振では入力に対しての振動系の反応は生じないので，コヒーレンスは低いが計測に

おいて問題はない．  

b 点について：  

コヒーレンスも低いが，伝達関数からみて共振点と思われる．したがって，b 点

の振動周波数に関して，入力と振動体に線形性がない場合が考えられる．構造物が

非線形性をもつ場合の応答周波数は振幅も位相も無相関になるからである．あるい

は，実験現場に b 点の周波数に近いノイズや暗騒音が混入した可能性もある．打撃

ハンマの先端チップの硬度選択の誤り，応答にハンマリング以外の入力が混入して

いる，リーケージ（漏れ）が生じていることもあるなどが考えられる．実験現場の

状況や，リーケージの場合には用いた窓関数を確認する必要がある．打撃加振の場

合には精度向上のために，不規則打撃加振法を行う．   

 

 （7.2）  

(単位 )インパルス入力を受けた振動系は，自由振動を生じる (7.4(3)項参照 )．  

したがって，運動方程式は  

ሷݔ݉ ൅ ݔ݇ ൌ 0 

について解くと，第ݔ 1 章「はじめに (2)」または，式 (2.16)，式 (2.17)の減衰比 ζ ൌ 0と

おいて  

ݔ ൌ ඨ൬
଴ݒ
߱௡
൰
ଶ
൅ ଴ܣ

ଶ sinሺ߱௡ݐ ൅ ߮ሻ 

߮ ൌ tanିଵ ൬
଴߱௡ܣ
଴ݒ

൰ 

ここで，初期条件を求め，0ݒ ， ， 0ܣ   ߮  を定める．  

いま，݉ݔሷ ൌ ，より ܨ ሾ݉ݔሶ ሿ0
ݐ∆ ൌ ׬ ݐ∆ݐ݀ܨ

0   

この式は質量と速度の積であり運動量の変化である力積である． ݐ∆  ൌ  のときߝ

׬ ݐ∆ݐ݀ܨ
0 ൌ 1を選ぶと初期条件は，ݐ ൌ 0 のとき，ݔ ൌ ଴ܣ ൌ 0 ，݉ ሶݔ ൌ ଴ݒ݉ ൌ 1 ，߮ ൌ 0と
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なる．െ݇ݔ はインパルスに対する寄与は時間∆ݐでは無視する．  

したがって，初期条件より0ܣ ൌ 0 ， ଴ݒ  ൌ 1 ݉⁄ として，  

ሻݐሺݔ ൌ
1

݉߱௡
sin߱௡ݐ 

ただし，  ߱݊ ൌ ඥ݇ ݉⁄   

この ሻを「単位インパルスに対する反応関数ݐሺݔ  (unit impulse response function)」

という．  

(補足) 

本問の振動系に単位跳躍関数(ステップ入力)が加えられた場合を考える． 

運動方程式は 

ሷݔ݉ ൅ ݔ݇ ൌ１ሺݐሻ 

式(3.11)のように一般解は右辺＝0 の基本解と右辺ൌ１ሺݐሻの特解の和であるから， 

ሻݐሺݔ ൌ ଵܺ sin߱௡ݐ ൅ ܺଶ cos߱௡ݐ ൅
1
݇
 

初期条件 ݐ ൌ ݔ ，0 ൌ ሶݔ ，0 ൌ 0 より，ܺ1 ൌ 0 ， ܺ2 ൌ െሺ1 ݇⁄ ሻ が定められる．よって 

ሻݐሺݔ ൌ
1
݇
ሺ1 െ cos߱௡ݐሻ 

単 位 跳 躍 関 数 に 対 す る 応 答 ሻはݐሺݔ イ ン デ ィ シ ャ ル ・ ア ド ミ ッ タ ン ス (indicial 

admittance)と呼ぶ． 

 

第 8 章  

 （8.1）  

2 自由度系であるから 1 次と 2 次モードが観測される．観測点を質点 1 におき，

質点 1，2 を順次加振していくこととする．1 次，2 次の固有モードに対し等価剛性

൫௥ୀଵ，ଶ൯に加振点ܭ൫௥ୀଵ，ଶ൯が固有モードとの関係からそれぞれ求められる．等価剛性ܭ

i，観測点 l の記号を付し，ܭ൫௥ୀଵ，ଶ൯௜௟  （加振点 i=1，2 ; 計測点 l=1）とおく．  

いま点 i を力の振幅ܨ௜で励振するときの点 l での応答振幅を考え，固有モード

ቄ׎൫௥ୀଵ，ଶ൯ቅのうち点 i と点 l の成分（等価剛性） ， ൫௥ୀଵ，ଶ൯௜׎൫௥ୀଵ，ଶ൯௜௟をそれぞれܭ 

൫௥ୀଵ，ଶ൯௟ を用いて表現すると，式（4.4）より׎  
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൫௥ୀଵ，ଶ൯௜௟ܭ  ൌ
݇൫௥ୀଵ，ଶ൯

൫௥ୀଵ，ଶ൯௟׎൫௥ୀଵ，ଶ൯௜׎
 

つまり  

，൫௥ୀଵ，ଶ൯௜ୀଵܭ  ௟ୀଵ ൌ
݇൫௥ୀଵ，ଶ൯

ቀ׎൫௥ୀଵ，ଶ൯௜ୀଵቁ
ଶ 

および  

，൫௥ୀଵ，ଶ൯௜ୀଶܭ  ௟ୀଵ ൌ
݇൫௥ୀଵ，ଶ൯

൫௥ୀଵ，ଶ൯௟ୀଵ׎൫௥ୀଵ，ଶ൯௜ୀଶ׎
 

固有モードは振幅比であるから，いま，仮に׎൫௥ୀଵ，ଶ൯௜ୀଵを基準値（=1）とおくと  

൫௥ୀଵ，ଶ൯௜ୀଵ׎              ൌ 1 

൫௥ୀଵ，ଶ൯௜ୀଶ׎  ൌ
，൫௥ୀଵ，ଶ൯௜ୀଵܭ ௟ୀଵ

，൫௥ୀଵ，ଶ൯௜ୀଶܭ ௟ୀଵ
 

と得 られ る． ൫௥ୀଵ，ଶ൯௜ୀଵ׎  と ൫௥ୀଵ，ଶ൯௟ୀଶ׎   を 正規 化す ると （正 規化 を便 宜的 に

൫௥ୀଵ，ଶ൯௜ୀଵ׎
と כ ൫௥ୀଵ，ଶ൯௟ୀଶ׎ 

（で示すכ  

正規化とはベクトルの大きさを 1 にすることをいう．ベクトルの直交座標構成値を

元のベクトルの大きさで除し求められる．׎൫௥ୀଵ，ଶ൯௜ୀଵ
，の場合はכ  

൫௥ୀଵ，ଶ൯௜ୀଵ׎ 
כ ൌ

൫௥ୀଵ，ଶ൯௜ୀଵ׎

ටܭ൫௥ୀଵ，ଶ൯௜ୀଵ， ௟ୀଵ
ଶ ൅ ，൫௥ୀଵ，ଶ൯௜ୀଶܭ ௟ୀଵ

ଶ
ൌ

1

ඨ1 ൅ ቆ
，൫௥ୀଵ，ଶ൯௜ୀଵܭ ௟ୀଵ

，൫௥ୀଵ，ଶ൯௜ୀଶܭ ௟ୀଵ
ቇ
ଶ
 

൫௥ୀଵ，ଶ൯௜ୀଵ׎ 
כ ൌ 1 ට1 ൅ ቀܭ൫௥ୀଵ，ଶ൯௜ୀଵ， ௟ୀଵ ，൫௥ୀଵ，ଶ൯௜ୀଶܭ ௟ୀଵൗ ቁ

ଶ
ൗ  

൫௥ୀଵ，ଶ൯௜ୀଶ׎ 
  כ

ൌ ቀܭ൫௥ୀଵ，ଶ൯௜ୀଵ， ௟ୀଵ ，൫௥ୀଵ，ଶ൯௜ୀଶܭ ௟ୀଵൗ ቁ ට1 ൅ ቀܭ൫௥ୀଵ，ଶ൯௜ୀଵ， ௟ୀଵ ，൫௥ୀଵ，ଶ൯௜ୀଶܭ ௟ୀଵൗ ቁ
ଶ

ൗ  

すなわち，1 次モードの質点 1 と質点 2 のモードはそれぞれ  

ሺ௥ୀଵሻ௜ୀଵ׎ 
כ ൌ 1 ට1 ൅ ቀܭሺ௥ୀଵሻ௜ୀଵ， ௟ୀଵ ，ሺ௥ୀଵሻ௜ୀଶܭ ௟ୀଵൗ ቁ

ଶ
ൗ  

ሺ௥ୀଵሻ௜ୀଶ׎ 
כ ൌ ቀܭሺ௥ୀଵሻ௜ୀଵ， ௟ୀଵ ，ሺ௥ୀଵሻ௜ୀଶܭ ௟ୀଵൗ ቁ ට1 ൅ ቀܭሺ௥ୀଵሻ௜ୀଵ， ௟ୀଵ ，ሺ௥ୀଵሻ௜ୀଶܭ ௟ୀଵൗ ቁ

ଶ
ൗ  

2 次モードの質点 1 と質点 2 のモードはそれぞれ  
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ሺ௥ୀଶሻ௜ୀଵ׎ 
כ ൌ 1 ට1 ൅ ቀܭሺ௥ୀଶሻ௜ୀଵ， ௟ୀଵ ，ሺ௥ୀଶሻ௜ୀଶܭ ௟ୀଵൗ ቁ

ଶ
ൗ  

ሺ௥ୀଶሻ௜ୀଶ׎ 
כ ൌ ቀܭሺ௥ୀଶሻ௜ୀଵ， ௟ୀଵ ，ሺ௥ୀଶሻ௜ୀଶܭ ௟ୀଵൗ ቁ ට1 ൅ ቀܭሺ௥ୀଶሻ௜ୀଵ， ௟ୀଵ ，ሺ௥ୀଶሻ௜ୀଶܭ ௟ୀଵൗ ቁ

ଶ
ൗ  

として求められることになる．  

 

第 9 章  

（9.1）  

回転次数 2 次で回転速度の低い方から高い方まで振動が発生しており，回転機械

における回転 2 次の加振源が推測される．振動系は回転 1 次では 500rpm，回転次

数 2 次では 250rpm，回転次数 3 次では 167rpm，回転次数 4 次では 125rpm の回

転速度において共振点が観測される．各次数での回転速度を周波数に換算し，回転

1 次から回転 4 次までを記すと  

ሺ500 60⁄ ሻ ൈ 1 ൌ ሺ250 60⁄ ሻ ൈ 2 ൌ ሺ167 60⁄ ሻ ൈ 3 ൌ ሺ125 60⁄ ሻ ൈ 4 ൌ 8.33Hz 

である．  

したがって，この回転機械は回転 2 次の加振源をもち，振動系の共振周波数は

8.33Hz であると推測される．  

外力が働く場合には，その外力の周波数とそのいくつか倍である振動体の固有周

波数で振動モードが表れることになる．  

 

 （9.2）  

車輪軸は単位インパルス入力により，車輪軸の固有周波数 ଵ݂ ൌ 480ሾHzሿで自由振動

を励振される．その周期 ଵܶは ଵܶ ൌ 1 ଵ݂⁄ である．一方，車輪の回転速度を N[rpm]とお

くと，1 回転に 1 回の単位インパルス入力の周波数 ଶ݂は ଶ݂ ൌ ܰ 60ሾrpsሿ⁄ であり，周期 ଶܶ

は ଶܶ ൌ 1 ଶ݂ ൌ⁄ 60 ܰ⁄ となる（図 K.13）  ．  
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図 K.13 

 

車輪軸は 1 回の単位インパルス入力でその振動は 0.2 秒で消失するから，車輪へ

の単位インパルス入力は車輪軸振動 96cycle（＝480[cycle/s]×0.2[s]）以内に再び

単位インパルスが入力されなければならない．これより  

ܰ ൐ 300ሾrpmሿ ൌ ሺ480ሾcycle s⁄ ሿ   96⁄ ሾcycleሿሻሾrpsሿ 

でなければならない．  

さらに振動は対数減衰率ߜに従うから，式（2.21）より  

ߜ  ൌ
1
݉
ln

ܽ௡
ܽ௡ା௠

 

上式に݉ ൌ 96，    ܽ௡ ൌ 1，    ܽ௡ା௠ ൌ 1 1000⁄ を代入して，対数減衰率ߜ ൌ 0.072が求めら

れる．  

したがって，同様にܽ௡ା௠ ൌ 1/100のときのサイクル数݉௫を求めると  

 0.072 ൌ
1
݉௫

ln
1

൫1 100ൗ ൯
 

より݉௫ ൌ 64 が得られる．  

また，݊ଵ，݊ଶを互いに素数の整数とおいて，݊ଵ ଵܶ ൌ ݊ଶ ଶܶ ൌ ܶ が成立すると，2 つ

（単位インパルス入力と車輪軸の振動）の振動は周期 T で合成されるから  

 ݊ଵ ·
1
480

ൌ ݊ଶ
60
ܰ
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単
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時間 t 

ܶ ൌ ଶܶ ൌ 64 ଵܶ

ଵܶ 

a
a/100
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 ܰ ൌ
݊ଶ
݊ଵ
ሺ60 ൈ 480ሻ 

݊ଶ ൌ 1，    ݊ଵ ൌ ݉௫ ൌ 64 は互いの素数であり，そのとき N は 450rpm であり最小の回

転速度となる．つまり，車輪の回転速度が 450rpm のとき車輪軸の固有周波数（周

期ܶ ൌ ଶܶ ൌ 64 ଵܶ）と同期する．  

《補足》  

角振動数が異なる 2 つの振動が合成された場合の振動は，その 2 つの振動の周期

ଵܶと ଶܶの場合を想定する．互いに素である整数値（2 つの整数が 1 と 1 以外に共通

の約数をもたない場合の関係で，つまり 2 つの整数の最大公約数が 1 の場合）を n1，

n2 とする．このとき݊ଵ ଵܶ ൌ ݊ଶ ଶܶ ൌ ܶが成り立てば，2 つの振動は周期 T にて合成され

る周期振動となる．また，݊ଶ ݊ଵ⁄ ൌ ଵܶ ଶܶ⁄ は有理数（分数で表すことができる）であ

る．これ以外つまり無理数（√2，√5，ߨ など）の場合には周期振動にはならない．  

 


